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ʊʝʦʨʠʷ ʦʪʥʦʩʠʪʝʣʴʥʦʩʪʠ 

ʂʚʘʥʪʦʚʘʷ ʤʝʭʘʥʠʢʘ 

ʊʝʦʨʠʷ ʍʘʦʩʘ 

Триумфы XX века 



caoV 
ɼʨʝʚʥʠʝ ʛʨʝʢʠ:  

 
ʀʟʥʘʯʘʣʴʥʦ ʩʫʱʝʩʪʚʦʚʘʣ 
ʣʠʰʴ ʚʝʯʥʳʡ, 
ʙʝʟʛʨʘʥʠʯʥʳʡ, ʪʝʤʥʳʡ 
ʍʘʦʩ. ɺʩʝ ʚʦʟʥʠʢʣʦ ʠʟ 
ʙʝʟʛʨʘʥʠʯʥʦʛʦ ʍʘʦʩʘ ï 
ʚʝʩʴ ʤʠʨ ʠ ʙʝʩʩʤʝʨʪʥʳʝ 
ʙʦʛʠ. 



ʀʚʘʥ ɸʡʚʘʟʦʚʩʢʠʡ 
ʂʘʟʠʤʠʨ ʄʘʣʝʚʠʯ 

ɹʝʩʧʦʨʷʜʦʢ, 

ʥʝʨʘʟʙʝʨʠʭʘ, 

ʩʤʝʰʝʥʠʝ 

Хаос 



ʄʳ ʤʦʞʝʤ ʨʘʩʩʤʘʪʨʠʚʘʪʴ ʥʘʩʪʦʷʱʝʝ ʩʦʩʪʦʷʥʠʝ 

ɺʩʝʣʝʥʥʦʡ ʢʘʢ ʩʣʝʜʩʪʚʠʝ ʝʛʦ ʧʨʦʰʣʦʛʦ ʠ ʧʨʠʯʠʥʫ ʝʛʦ 

ʙʫʜʫʱʝʛʦ. ʈʘʟʫʤ, ʢʦʪʦʨʦʤʫ ʚ ʢʘʞʜʳʡ ʦʧʨʝʜʝʣʸʥʥʳʡ 

ʤʦʤʝʥʪ ʚʨʝʤʝʥʠ ʙʳʣʠ ʙʳ ʠʟʚʝʩʪʥʳ ʚʩʝ ʩʠʣʳ, ʧʨʠʚʦʜʷʱʠʝ 

ʧʨʠʨʦʜʫ ʚ ʜʚʠʞʝʥʠʝ, ʠ ʧʦʣʦʞʝʥʠʝ ʚʩʝʭ ʪʝʣ, ʠʟ ʢʦʪʦʨʳʭ ʦʥʘ 

ʩʦʩʪʦʠʪ, ʙʫʜʴ ʦʥ ʪʘʢʞʝ ʜʦʩʪʘʪʦʯʥʦ ʦʙʰʠʨʝʥ, ʯʪʦʙʳ 

ʧʦʜʚʝʨʛʥʫʪʴ ʵʪʠ ʜʘʥʥʳʝ ʘʥʘʣʠʟʫ, ʩʤʦʛ ʙʳ ʦʙʲʷʪʴ ʝʜʠʥʳʤ 

ʟʘʢʦʥʦʤ ʜʚʠʞʝʥʠʝ ʚʝʣʠʯʘʡʰʠʭ ʪʝʣ ɺʩʝʣʝʥʥʦʡ ʠ 

ʤʝʣʴʯʘʡʰʝʛʦ ʘʪʦʤʘ; ʜʣʷ ʪʘʢʦʛʦ ʨʘʟʫʤʘ ʥʠʯʝʛʦ ʥʝ ʙʳʣʦ ʙʳ 

ʥʝʷʩʥʦʛʦ ʠ ʙʫʜʫʱʝʝ ʩʫʱʝʩʪʚʦʚʘʣʦ ʙʳ ʚ ʝʛʦ ʛʣʘʟʘʭ ʪʦʯʥʦ 

ʪʘʢ ʞʝ, ʢʘʢ ʧʨʦʰʣʦʝ. 
(1749-1827) 

ʇʴʝʨ-ʉʠʤʦʥ ʜʝ ʃʘʧʣʘʩ 

Лапласовский детерминизм 

ʆʜʥʘ ʠ ʪʘ ʞʝ ʧʨʠʯʠʥʘ ʧʨʠ ʥʝʠʟʤʝʥʥʳʭ 

ʫʩʣʦʚʠʷʭ ʚʳʟʳʚʘʝʪ ʦʜʠʥ ʠ ʪʦʪ ʞʝ 

ʨʝʟʫʣʴʪʘʪ 

ɼʝʤʦʥ ʃʘʧʣʘʩʘ 



ɸʥʨʠ ʇʫʘʥʢʘʨʝ ï 
ʚʝʣʠʢʠʡ ʬʨʘʥʮʫʟʩʢʠʡ ʤʘʪʝʤʘʪʠʢ ʚ ʢʥʠʛʝ 

çʅʘʫʢʘ ʠ ʤʝʪʦʜè ʚ 1908 ʛ. ʧʠʩʘʣ: 

 çɺ ʥʝʫʩʪʦʡʯʠʚʳʭ ʩʠʩʪʝʤʘʭ ʩʦʚʝʨʰʝʥʥʦ 

ʥʠʯʪʦʞʥʘʷ ʧʨʠʯʠʥʘ, ʫʩʢʦʣʴʟʘʶʱʘʷ ʦʪ 

ʥʘʩ ʧʦ ʩʚʦʝʡ ʤʘʣʦʩʪʠ, ʚʳʟʳʚʘʝʪ 

ʟʥʘʯʠʪʝʣʴʥʳʝ ʜʝʡʩʪʚʠʷ, ʢʦʪʦʨʳʝ ʤʳ 

ʥʝ ʚ ʩʦʩʪʦʷʥʠʠ ʧʨʝʜʫʛʘʜʘʪʴé 

ʇʨʝʜʩʢʘʟʘʥʠʝ ʩʪʘʥʦʚʠʪʩʷ 

ʥʝʚʦʟʤʦʞʥʳʤ, ʤʳ ʠʤʝʝʪ ʧʝʨʝʜ ʩʦʙʦʡ 

ʷʚʣʝʥʠʝ ʩʣʫʯʘʡʥʦʝè. 
(1854-1912) 

ɸʥʨʠ ʇʫʘʥʢʘʨʝ 



ʍʘʦʩ ï 

ʥʝʧʨʝʜʩʢʘʟʫʝʤʦʩʪʴ 

ɹʠʨʞʝʚʳʝ ʠʥʜʝʢʩʳ ʇʦʛʦʜʘ 

ɿʝʤʣʝʪʨʷʩʝʥʠʝ 

Детерминированные системы 



Динамический хаос 

ʆʩʥʦʚʥʳʝ ʧʦʥʷʪʠʷ 
 

Åʇʨʝʜʝʣʴʥʳʝ ʤʥʦʞʝʩʪʚʘ 

Åʉʪʨʘʥʥʳʝ ʘʪʪʨʘʢʪʦʨʳ 

Åʈʘʟʤʝʨʥʦʩʪʴ ʩʪʨʘʥʥʳʭ ʘʪʪʨʘʢʪʦʨʦʚ 

Åʌʨʘʢʪʘʣʳ 



Детерминированные системы 

Однозначно ʟʘʜʘʥ ʟʘʢʦʥ ʠʟʤʝʥʝʥʠʷ ʩʠʩʪʝʤʳ ʩ ʪʝʯʝʥʠʝʤ 

ʚʨʝʤʝʥʠ.  
 

ɼʝʪʝʨʤʠʥʠʨʦʚʘʥʥʦʩʪʴ ʦʟʥʘʯʘʝʪ, ʯʪʦ ʟʘʚʠʩʠʤʦʩʪʴ 

ʙʫʜʫʱʝʛʦ ʩʦʩʪʦʷʥʠʷ x (t) ʤʦʞʥʦ ʟʘʧʠʩʘʪʴ ʚ ʚʠʜʝ:  
 

x(t) = F [x(t0)] 
 

ɿʜʝʩʴ F ï ʜʝʪʝʨʤʠʥʠʨʦʚʘʥʥʳʡ ʟʘʢʦʥ (ʦʧʝʨʘʪʦʨ), ʢʦʪʦʨʳʡ 

ʦʩʫʱʝʩʪʚʣʷʝʪ ʩʪʨʦʛʦ ʦʜʥʦʟʥʘʯʥʦʝ ʧʨʝʦʙʨʘʟʦʚʘʥʠʝ 

ʥʘʯʘʣʴʥʦʛʦ ʩʦʩʪʦʷʥʠʷ x(t0) ʚ ʙʫʜʫʱʝʝ ʩʦʩʪʦʷʥʠʝ x(t) ʜʣʷ 

ʣʶʙʦʛʦ t > t0. 



Сложность динамических систем 

1 ʜʠʬʬʝʨʝʥʮʠʘʣʴʥʦʝ  

ʫʨʘʚʥʝʥʠʝ 

2 ʜʠʬʬʝʨʝʥʮʠʘʣʴʥʳʭ  

ʫʨʘʚʥʝʥʠʷ 

3 ʜʠʬʬʝʨʝʥʮʠʘʣʴʥʳʭ  

ʫʨʘʚʥʝʥʠʷ 

ʤʦʥʦʪʦʥʥʘʷ ʜʠʥʘʤʠʢʘ 

ʤʦʥʦʪʦʥʥʘʷ ʜʠʥʘʤʠʢʘ 

ʢʦʣʝʙʘʪʝʣʴʥʘʷ ʜʠʥʘʤʠʢʘ 

ʤʦʥʦʪʦʥʥʘʷ ʜʠʥʘʤʠʢʘ 

ʢʦʣʝʙʘʪʝʣʴʥʘʷ ʜʠʥʘʤʠʢʘ 



Система Лоренца 

x y x

y rx y xz

z xy bz

s s= -

= - -

= -

ʍʘʦʪʠʯʝʩʢʠʝ ʪʨʘʝʢʪʦʨʠʠ 

ʚ ʩʠʩʪʝʤʝ ʃʦʨʝʥʮʘ 

Edward Norton Lorenz 

(1917-2008) 



Непредсказуемость 

J.Atmos. Sci: 20, 131-141(1963) 

çʄʦʞʝʪ ʣʠ ʚʟʤʘʭ ʢʨʳʣʴʝʚ ʙʘʙʦʯʢʠ ʚ 

ɹʨʘʟʠʣʠʠ ʚʳʟʚʘʪʴ ʪʦʨʥʘʜʦ ʚ ʊʝʭʘʩʝ?è  

ʃʦʨʝʥʮ, 1972 

Система Лоренца 
çʕʬʬʝʢʪ ʙʘʙʦʯʢʠè 



r = 1 

r = 10 

r = 28 

x y x

y rx y xz

z xy bz

s s= -

= - -

= -

Траектории системы  Лоренца 

при разных значениях 

параметра r 



Траектории системы  Лоренца 

при разных значениях 

параметра r 

x y x

y rx y xz

z xy bz

s s= -

= - -

= -



Аттрактор Лоренца 

ʍʘʦʪʠʯʝʩʢʦʝ ʧʦʚʝʜʝʥʠʝ 

ʚ ʣʦʢʘʣʴʥʦʡ ʦʙʣʘʩʪʠ 

x y x

y rx y xz

z xy bz

s s= -

= - -

= -



Сложность динамических систем 

1 ʜʠʬʬʝʨʝʥʮʠʘʣʴʥʦʝ  

ʫʨʘʚʥʝʥʠʝ 

2 ʜʠʬʬʝʨʝʥʮʠʘʣʴʥʳʭ  

ʫʨʘʚʥʝʥʠʷ 

3 ʜʠʬʬʝʨʝʥʮʠʘʣʴʥʳʭ  

ʫʨʘʚʥʝʥʠʷ 

ʤʦʥʦʪʦʥʥʘʷ ʜʠʥʘʤʠʢʘ 

ʤʦʥʦʪʦʥʥʘʷ ʜʠʥʘʤʠʢʘ 

ʢʦʣʝʙʘʪʝʣʴʥʘʷ ʜʠʥʘʤʠʢʘ 

ʤʦʥʦʪʦʥʥʘʷ ʜʠʥʘʤʠʢʘ 

ʢʦʣʝʙʘʪʝʣʴʥʘʷ ʜʠʥʘʤʠʢʘ 

ʭʘʦʪʠʯʝʩʢʘʷ ʜʠʥʘʤʠʢʘ 



Аттрактор  
ɽʩʣʠ ʚʩʝ ʪʦʯʢʠ ʤʥʦʞʝʩʪʚʘ V ʙʫʜʫʪ ʧʨʠʥʘʜʣʝʞʘʪʴ L 
ʧʨʠ t ­ +¤, ʪʦ L ï ʧʨʠʪʷʛʠʚʘʶʱʝʝ ʧʨʝʜʝʣʴʥʦʝ 
ʤʥʦʞʝʩʪʚʦ, ʠʣʠ ʘʪʪʨʘʢʪʦʨ. ʊʦʛʜʘ V ï ʙʘʩʩʝʡʥ 
ʧʨʠʪʷʞʝʥʠʷ ʘʪʪʨʘʢʪʦʨʘ. 

ʋʩʪʦʡʯʠʚʳʡ 

ʧʨʝʜʝʣʴʥʳʡ ʮʠʢʣ 

ʋʩʪʦʡʯʠʚʳʡ 

ʫʟʝʣ 

ʋʩʪʦʡʯʠʚʳʡ 

ʬʦʢʫʩ 
ʉʪʨʘʥʥʳʡ 

ʘʪʪʨʘʢʪʦʨ 



Устойчивость движения по Ляпунову 

ɼʚʠʞʝʥʠʝ x*(t) ʫʩʪʦʡʯʠʚʦ ʧʦ ʃʷʧʫʥʦʚʫ,  

ʝʩʣʠ ʜʣʷ ʣʶʙʦʛʦ e > 0 ʤʦʞʥʦ ʫʢʘʟʘʪʴ ʪʘʢʦʝ d (e), ʯʪʦ 

ʜʣʷ ʚʩʷʢʦʛʦ ʜʚʠʞʝʥʠʷ x(t), ʜʣʷ ʢʦʪʦʨʦʛʦ 

ééx(t)-x*(t)éé< d,  

ʧʨʠ ʚʩʝʭ t > t0  ʚʳʧʦʣʥʷʝʪʩʷ ʥʝʨʘʚʝʥʩʪʚʦ: 

ééx(t)-x*(t)éé< e. 
 

(ʄʘʣʦʝ ʥʘʯʘʣʴʥʦʝ ʚʦʟʤʫʱʝʥʠʝ ʥʝ ʥʘʨʘʩʪʘʝʪ) 



Устойчивость по Пуассону 

ʌʘʟʦʚʘʷ ʪʨʘʝʢʪʦʨʠʷ ʧʨʠ t ­ ¤ ʥʝ ʧʦʢʠʜʘʝʪ ʦʛʨʘʥʠʯʝʥʥʦʡ 
ʦʙʣʘʩʪʠ ʬʘʟʦʚʦʛʦ ʧʨʦʩʪʨʘʥʩʪʚʘ. ʅʘʭʦʜʷʩʴ ʚ ʵʪʦʡ 
ʦʙʣʘʩʪʠ ʙʝʩʢʦʥʝʯʥʦ ʜʦʣʛʦ, ʦʥʘ ʥʝʠʟʙʝʞʥʦ ʙʫʜʝʪ 
ʚʦʟʚʨʘʱʘʪʴʩʷ ʚ ʩʢʦʣʴ ʫʛʦʜʥʦ ʤʘʣʫʶ ʦʢʨʝʩʪʥʦʩʪʴ 
ʥʘʯʘʣʴʥʦʡ ʪʦʯʢʠ.  

 

ɺʨʝʤʝʥʘ ʚʦʟʚʨʘʪʘ ʤʦʛʫʪ ʩʦʦʪʚʝʪʩʪʚʦʚʘʪʴ ʧʝʨʠʦʜʫ ʠʣʠ 
ʢʚʘʟʠʧʝʨʠʦʜʫ ʧʨʠ ʨʝʛʫʣʷʨʥʦʤ ʜʚʠʞʝʥʠʠ, ʘ ʤʦʛʫʪ 
ʧʨʝʜʩʪʘʚʣʷʪʴ ʩʦʙʦʡ ʩʣʫʯʘʡʥʫʶ ʧʦʩʣʝʜʦʚʘʪʝʣʴʥʦʩʪʴ, 
ʝʩʣʠ ʨʝʰʝʥʠʝ ʦʪʚʝʯʘʝʪ ʨʝʞʠʤʫ ʜʠʥʘʤʠʯʝʩʢʦʛʦ ʭʘʦʩʘ. 



Аттрактор Лоренца  x y x

y rx y xz

z xy bz

s s= -

= - -

= -

Модель водяного колеса 



ʊʝʧʣʦʚʘʷ ʢʦʥʚʝʢʮʠʷ ʚ ʧʦʜʦʛʨʝʚʘʝʤʦʤ ʩʥʠʟʫ 

ʛʦʨʠʟʦʥʪʘʣʴʥʦʤ ʩʣʦʝ ʚʷʟʢʦʡ ʞʠʜʢʦʩʪʠ 

Ячейки Бенара 



Ячейки Бенара 

Однородность Структуры Турбулентность 

Хаос 



Аттрактор Ресслера 

( )

( )

x x y

y x y

z z x

a

a m

=- +

= +

= + -



Странный аттрактор в системе хищник – две жертвы 

ʉʠʩʪʝʤʘ, ʦʧʠʩʳʚʘʶʱʘʷ ʚʟʘʠʤʦʜʝʡʩʪʚʠʝ ʪʨʝʭ 

ʚʠʜʦʚ: ʭʠʱʥʠʢ - ʜʚʝ ʞʝʨʪʚʳ  

 

ʇʨʠ ʫʤʝʥʴʰʝʥʠʠ ʧʘʨʘʤʝʪʨʘ ʩʢʦʨʦʩʪʠ ʨʦʩʪʘ 

ʧʝʨʚʦʡ ʞʝʨʪʚʳ ʧʨʦʠʩʭʦʜʠʪ ʫʩʣʦʞʥʝʥʠʝ 

ʪʨʘʝʢʪʦʨʠʠ (ʧʦʩʣʝʜʦʚʘʪʝʣʴʥʦʝ ʫʜʚʦʝʥʠʝ 

ʧʨʝʜʝʣʴʥʦʛʦ ʮʠʢʣʘ)  

 

ʂʦʣʝʙʘʪʝʣʴʥʘʷ ʜʠʥʘʤʠʢʘ ʧʝʨʝʭʦʜʠʪ ʚ 

ʢʚʘʟʠʩʪʦʭʘʩʪʠʯʝʩʢʫʶ 

1
1 1 1 2 3

2
2 2 2 1 3

3
3 1 2 3

( 6 4 )

( 10 )

( 1 0.25 4 )

du
u u u u

dt

du
u u u u

dt

du
u u u u

dt

a

a

= - - -

= - - -

= - + + -

(ɸ.ɼ. ɹʘʟʳʢʠʥ, ɽ. ɸʧʦʥʠʥʘ, ʖ. ɸʧʦʥʠʥ, 1985)  



Странные аттракторы 

арт-объекты 



Хаотическое поведение возникает 

Åʥʝ ʠʟ-ʟʘ ʚʥʝʰʥʠʭ ʠʩʪʦʯʥʠʢʦʚ ʰʫʤʘ (ʠʭ ʥʝʪ ʚ ʩʠʩʪʝʤʝ 
ʃʦʨʝʥʮʘ) 

Åʥʝ ʠʟ-ʟʘ ʙʝʩʢʦʥʝʯʥʦʛʦ ʢʦʣʠʯʝʩʪʚʘ ʩʪʝʧʝʥʝʡ ʩʚʦʙʦʜʳ (ʠʭ ʪʨʠ 
ʚ ʩʠʩʪʝʤʝ ʃʦʨʝʥʮʘ 

Åʥʝ ʠʟ-ʟʘ ʥʝʦʧʨʝʜʝʣʝʥʥʦʩʪʠ, ʩʚʷʟʘʥʥʦʡ ʩ ʢʚʘʥʪʦʚʦʡ 
ʤʝʭʘʥʠʢʦʡ (ʨʘʩʩʤʘʪʨʠʚʘʝʤʳʝ ʩʠʩʪʝʤʳ ʯʠʩʪʦ ʢʣʘʩʩʠʯʝʩʢʠʝ) 

ʅʘʩʪʦʷʱʘʷ ʧʨʠʯʠʥʘ ʥʝʨʝʛʫʣʷʨʥʦʩʪʠ ʦʧʨʝʜʝʣʷʝʪʩʷ ʩʚʦʡʩʪʚʦʤ 

ʥʝʣʠʥʝʡʥʳʭ ʩʠʩʪʝʤ ʵʢʩʧʦʥʝʥʮʠʘʣʴʥʦ ʙʳʩʪʨʦ ʨʘʟʚʦʜʠʪʴ 

ʧʝʨʚʦʥʘʯʘʣʴʥʦ ʙʣʠʟʢʠʝ ʪʨʘʝʢʪʦʨʠʠ ʚ ʦʛʨʘʥʠʯʝʥʥʦʡ ʦʙʣʘʩʪʠ 

ʬʘʟʦʚʦʛʦ ʧʨʦʩʪʨʘʥʩʪʚʘ 



Биллиард Синая 

ʗʢʦʚ ɻʨʠʛʦʨʴʝʚʠʯ ʉʠʥʘʡ 

 
ʃʘʫʨʝʘʪ ɸʙʝʣʝʚʩʢʦʡ ʧʨʝʤʠʠ ʤʘʨʪ 2014 ʛ.  

 
ʇʨʦʬʝʩʩʦʨ ʄʝʭʤʘʪʘ ʄɻʋ. 

ʈʘʙʦʪʳ ʧʦ ʪʝʦʨʠʠ ʜʠʥʘʤʠʯʝʩʢʠʭ ʩʠʩʪʝʤ, 

ʩʪʘʪʠʩʪʠʯʝʩʢʦʡ ʬʠʟʠʢʝ 



Хаотическое поведение означает 

Åʥʝʫʩʪʦʡʯʠʚʦʩʪʴ ʬʘʟʦʚʳʭ ʪʨʘʝʢʪʦʨʠʡ 

Åʨʦʩʪ ʤʘʣʦʛʦ ʥʘʯʘʣʴʥʦʛʦ ʚʦʟʤʫʱʝʥʠʷ ʚʦ 

ʚʨʝʤʝʥʠ  

Åʧʝʨʝʤʝʰʠʚʘʥʠʝ ʵʣʝʤʝʥʪʦʚ ʬʘʟʦʚʦʛʦ ʦʙʲʝʤʘ  

Åʥʝʧʨʝʜʩʢʘʟʫʝʤʦʩʪʴ ʧʦʚʝʜʝʥʠʷ ʩʠʩʪʝʤʳ ʥʘ 

ʙʦʣʴʰʠʭ ʚʨʝʤʝʥʘʭ  



ʌʘʟʦʚʳʡ ʧʦʨʪʨʝʪ ʢʘʧʣʠ ʤʦʣʦʢʘ, 

ʟʘʢʨʫʯʝʥʥʦʡ ʣʦʞʝʯʢʦʡ ʚ ʯʘʰʢʝ ʢʦʬʝ ʇʦʜʢʦʚʘ ʉʤʝʡʣʘ 

Перемешивание 



НЕЛИНЕЙНОСТЬ 

ʷʚʣʷʝʪʩʷ ʥʝʦʙʭʦʜʠʤʳʤ (ʥʦ ʥʝ 

ʜʦʩʪʘʪʦʯʥʳʤ) ʫʩʣʦʚʠʝʤ 

ʩʫʱʝʩʪʚʦʚʘʥʠʷ ʜʠʥʘʤʠʯʝʩʢʦʛʦ 

(детерминированного) ʭʘʦʩʘ 

ʃʠʥʝʡʥʳʝ ʜʠʬʬʝʨʝʥʮʠʘʣʴʥʳʝ ʠ 

ʨʘʟʥʦʩʪʥʳʝ ʫʨʘʚʥʝʥʠʷ ʥʝ 

ʧʨʠʚʦʜʷʪ ʢ ʭʘʦʩʫ. 



Диссипативные системы 

ʉʫʱʝʩʪʚʦʚʘʥʠʝ ʘʪʪʨʘʢʪʦʨʘ ʚ 

ʜʠʩʩʠʧʘʪʠʚʥʦʡ ʩʠʩʪʝʤʝ ʩʚʷʟʘʥʦ 

ʩʦ ʩʚʦʡʩʪʚʦʤ ʩʞʘʪʠʷ ʵʣʝʤʝʥʪʘ 

ʬʘʟʦʚʦʛʦ ʦʙʲʝʤʘ ʧʦʜ ʜʝʡʩʪʚʠʝʤ 

ʦʧʝʨʘʪʦʨʘ ʵʚʦʣʶʮʠʠ.  



2( )

x mx y xz

y x

z gz gI x x

= + -

=-

=- +

Эволюция малого первоначального фазового 

объема во времени в динамической системе 

1, 0

0, 0

x
I

x

>ë û
=ì ü

¢í ý
(ɸʥʠʱʝʥʢʦ ʠ ʜʨ., 1999). 



Сжатие элемента фазового пространства радиуса e 

при «наматывании» траектории на устойчивый 

предельный цикл -траектория Г 

ɼʝʪʝʨʤʠʥʠʨʦʚʘʥʥʳʡ ʭʘʦʩ ʚ ʪʨʝʭʤʝʨʥʦʡ ʩʠʩʪʝʤʝ.  

(ɸʥʠʱʝʥʢʦ ʠ ʜʨ., 1999) 



Модель гликолиза 

ɸʢʪʠʚʘʮʠʷ 

 ® 

[ɻʣ] ­ Ф6Ф ­ ФДФ ­ 

       (x)       (y) 

Хаос в системах 2-х дифференциальных 

не автономных уравнениях 



Модель гликолиза 

1

1

1

dx
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dy r
y x

dt ry
a

= -

å õ+
= -æ ö

+ç ÷

Хаос в системах 2-х дифференциальных 

неавтономных уравнениях 

1 (1 sin )

1

1

in

dx
xy V t

dt

dy r
y x

dt ry

w

a

= - + +

å õ+
= -æ ö

+ç ÷

ɸʚʪʦʥʦʤʥʳʝ ʫʨʘʚʥʝʥʠʷ ʅʝʘʚʪʦʥʦʤʥʳʝ ʫʨʘʚʥʝʥʠʷ 



Автоколебания в гликолизе 



Хаотическая динамика в гликолизе при 

периодическом добавлении субстрата 



ý
ü
û

í
ì
ë
-=+ )1(exp1

K

N
rNN t

tt

ʋʩʪʦʡʯʠʚʦʝ ʨʝʰʝʥʠʝ 

ʎʠʢʣʳ ʜʣʠʥʳ 2k 

ɼʠʥʘʤʠʯʝʩʢʠʡ ʭʘʦʩ 

ɼʠʩʢʨʝʪʥʳʡ ʘʥʘʣʦʛ 

ʣʦʛʠʩʪʠʯʝʩʢʦʛʦ ʫʨʘʚʥʝʥʠʷ 

Хаос в дискретном уравнении 



Сценарий перехода к хаосу 

Бифуркация удвоения периода 

ý
ü
û

í
ì
ë
-=+ )1(exp1

K

N
rNN t

tt

ɼʠʩʢʨʝʪʥʳʡ ʘʥʘʣʦʛ 

ʣʦʛʠʩʪʠʯʝʩʢʦʛʦ ʫʨʘʚʥʝʥʠʷ 



Хаотическое поведение демонстрируют 

Åʉʠʩʪʝʤʳ трех ʠ ʙʦʣʝʝ автономных 

ʥʝʣʠʥʝʡʥʳʭ ʜʠʬʬʝʨʝʥʮʠʘʣʴʥʳʭ 

ʫʨʘʚʥʝʥʠʡ 

Åʉʠʩʪʝʤʳ двух неавтономных 

ʜʠʬʬʝʨʝʥʮʠʘʣʴʥʳʭ ʫʨʘʚʥʝʥʠʡ 

(ʧʝʨʠʦʜʠʯʝʩʢʦʝ ʚʦʟʜʝʡʩʪʚʠʝ ʥʘ 

ʢʦʣʝʙʘʪʝʣʴʥʫʶ ʩʠʩʪʝʤʫ) 

Åɼʠʩʢʨʝʪʥʳʝ ʩʠʩʪʝʤʳ 



ʊʦʨʥʘʜʦ 

ʈʝʘʢʮʠʷ 

ɹʝʣʦʫʩʦʚʘ-

ɾʘʙʦʪʠʥʩʢʦʛʦ 

ɸʣʝʢʩʘʥʜʨ ʖʨʴʝʚʠʯ ʃʦʩʢʫʪʦʚ 

(1960-2011) 

ɹʠʨʞʝʚʳʝ ʠʥʜʝʢʩʳ 

Динамический хаос 

ʍʠʤʠʯʝʩʢʠʝ 

ʨʝʘʢʮʠʠ 

ʌʠʙʨʠʣʣʷʮʠʷ 

ʧʨʝʜʩʝʨʜʠʡ 



Динамический хаос 

ʆʩʥʦʚʥʳʝ ʧʦʥʷʪʠʷ 
 

Åʇʨʝʜʝʣʴʥʳʝ ʤʥʦʞʝʩʪʚʘ 

Åʉʪʨʘʥʥʳʝ ʘʪʪʨʘʢʪʦʨʳ 

 

Åʈʘʟʤʝʨʥʦʩʪʴ ʩʪʨʘʥʥʳʭ ʘʪʪʨʘʢʪʦʨʦʚ 

Åʌʨʘʢʪʘʣʳ 



ʇʘʨʘʜʦʢʩ ʙʝʨʝʛʦʚʦʡ ʣʠʥʠʠ 

ʆʙʱʘʷ ʜʣʠʥʘ ʙʝʨʝʛʦʚʦʡ ʣʠʥʠʠ ʚʦʟʨʘʩʪʘʝʪ, ʢʦʛʜʘ 

ʜʣʠʥʘ ʠʟʤʝʨʠʪʝʣʴʥʦʡ ʧʘʣʢʠ (ʰʝʩʪʘ) ʫʤʝʥʴʰʘʝʪʩʷ 

ʃʴʶʠʩ ʌʨʘʡ 

ʈʠʯʘʨʜʩʦʥ 

(1881-1953) 



 Множество Кантора 
0 1 

1/3 2/3 

1/9 2/9 7/9 8/9 

Georg Ferdinand Ludwig 

Philipp Cantor 

(1845-1918) 

ὰ
ρ

σ
ς
ρ

σ
ς
ρ

σ
ȢȢȢς

ρ

σ
 

ÌÉÍOὰ
ρσϳ

ρ ςσϳ
ρ 

ʉʫʤʤʘʨʥʘʷ ʜʣʠʥʘ ʫʜʘʣʝʥʥʳʭ ʦʪʨʝʟʢʦʚ 



 

Кривая Коха 

 

4 ʟʚʝʥʘ, ʜʣʠʥʘ ʢʘʞʜʦʛʦ ï 1/3 

ɼʣʠʥʘ ʢʨʠʚʦʡ 1-ʛʦ ʧʦʢʦʣʝʥʠʷ L(1/3) = 4/3  

ʏʠʩʣʦ ʟʚʝʥʴʝʚ: N = 42 = 16, ʜʣʠʥʘ ʢʘʞʜʦʛʦ ï 1/9 

ɼʣʠʥʘ ʢʨʠʚʦʡ 2-ʛʦ ʧʦʢʦʣʝʥʠʷ. L(1/9) = 16/9 = (4/3)2  

ɼʣʠʥʘ ʢʘʞʜʦʛʦ ʟʚʝʥʘ: ŭ = 3-n n = -ln ŭ/ln3 

L(ŭ) = (4/3)n = ŭ1-D      D = ln4/ln3 ~ 1,2628  

ʏʠʩʣʦ ʟʚʝʥʴʝʚ: N(ŭ) ~ 1/ ŭD 

фон Кох Нильс Фа́биан 

Хе́льге (1870-1924), 

ʰʚʝʜʩʢʠʡ ʤʘʪʝʤʘʪʠʢ, 

ʘʚʪʦʨ ʦʩʥʦʚʦʧʦʣʘʛʘʶʱʠʭ 

ʨʘʙʦʪ ʧʦ ʪʝʦʨʠʠ ʯʠʩʝʣ 



ʅʘʯʘʣʴʥʳʡ ʵʣʝʤʝʥʪ ï ʙʝʣʳʡ ʢʚʘʜʨʘʪ ʩʦ ʩʪʦʨʦʥʦʡ, ʨʘʚʥʦʡ 1. 

 

ʀʟ ʥʝʛʦ ʚʳʨʝʟʘʝʪʩʷ ʯʝʨʥʳʡ ʢʚʘʜʨʘʪ, ʩʦ ʩʪʦʨʦʥʦʡ, ʨʘʚʥʦʡ 1/3. 

ɺʘʮʣʘʚ ʉʝʨʧʠʥʩʢʠʡ  

(1882-1969) 

Ковер Серпинского 

 

ɼʘʣʝʝ ʠʟ ʢʘʞʜʦʛʦ ʙʝʣʦʛʦ ʢʚʘʜʨʘʪʘ ʚʳʨʝʟʘʝʪʩʷ ʩʥʦʚʘ 

ʯʝʨʥʳʡ ʢʚʘʜʨʘʪ, ʩʦ ʩʪʦʨʦʥʦʡ, ʨʘʚʥʦʡ  1/3 ʩʪʦʨʦʥʳ ʙʝʣʦʛʦ 

ʢʚʘʜʨʘʪʘ. 



ʅʘʯʘʣʴʥʳʡ ʵʣʝʤʝʥʪ ï 

ʪʨʝʫʛʦʣʴʥʠʢ ʩʦ ʚʩʝʤʠ 

ʚʥʫʪʨʝʥʥʠʤʠ ʪʦʯʢʘʤʠ. 

 

ʆʙʨʘʟʫʶʱʠʡ ʵʣʝʤʝʥʪ 

ʠʩʢʣʶʯʘʝʪ ʠʟ ʥʝʛʦ 

ʮʝʥʪʨʘʣʴʥʳʡ 

ʪʨʝʫʛʦʣʴʥʠʢ. 

Салфетка Серпинского 



Определение Фрактала 
Å ʌʨʘʢʪʘʣʦʤ ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʩʪʨʫʢʪʫʨʘ, ʩʦʩʪʦʷʱʘʷ ʠʟ ʯʘʩʪʝʡ, ʢʦʪʦʨʳʝ ʚ 
ʢʘʢʦʤ-ʪʦ ʩʤʳʩʣʝ ʧʦʜʦʙʥʳ ʮʝʣʦʤʫ. 

 

Å ʌʨʘʢʪʘʣʦʤ ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʤʥʦʞʝʩʪʚʦ, ʨʘʟʤʝʨʥʦʩʪʴ ʍʘʫʩʜʦʨʬʘ-
ɹʝʟʠʢʦʚʠʯʘ ʢʦʪʦʨʦʛʦ ʩʪʨʦʛʦ ʙʦʣʴʰʝ ʝʛʦ ʪʦʧʦʣʦʛʠʯʝʩʢʦʡ 
ʨʘʟʤʝʨʥʦʩʪʠ.  

 

Å ʌʨʘʢʪʘʣʳ ï ʤʥʦʞʝʩʪʚʘ ʪʦʯʝʢ, ʚʣʦʞʝʥʥʳʝ ʚ ʧʨʦʩʪʨʘʥʩʪʚʦ 

 

Å ʊʦʧʦʣʦʛʠʯʝʩʢʘʷ ʨʘʟʤʝʨʥʦʩʪʴ ʣʠʥʠʠ ï 1, ʧʦʚʝʨʭʥʦʩʪʠ ï 2, ʰʘʨʘ ï 3 

 
Å   

 



Вычисление фрактальной размерности 
ʈʘʟʙʠʚʘʝʤ ʧʨʦʩʪʨʘʥʩʪʚʦ, ʢʫʜʘ ʚʣʦʞʝʥʦ ʠʟʫʯʘʝʤʦʝ 

ʤʥʦʞʝʩʪʚʦ ʥʘ çʢʫʙʠʢʠè ʩ ʜʣʠʥʦʡ ʩʪʦʨʦʥʳ d.  

ʇʫʩʪʴ L(d) ï ʯʠʩʣʦ ʢʫʙʠʢʦʚ, ʚ ʢʦʪʦʨʳʝ ʧʦʧʘʣʘ ʭʦʪʷ 

ʙʳ ʦʜʥʘ ʪʦʯʢʘ ʤʥʦʞʝʩʪʚʘ. 

ʇʨʠ ʫʤʝʥʴʰʝʥʠʠ d  ʯʠʩʣʦ ʟʘʧʦʣʥʝʥʥʳʭ ʢʫʙʠʢʦʚ 

ʙʫʜʝʪ ʨʘʩʪʠ. ʈʦʩʪ ʤʦʞʝʪ ʦʢʘʟʘʪʴʩʷ ʩʪʝʧʝʥʥʳʤ  

1( ) DL ad d-=
0­d

ʇʦʢʘʟʘʪʝʣʴ D ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ 

ʨʘʟʤʝʨʥʦʩʪʴʶ ʍʘʫʩʜʦʨʬʘ ʠʣʠ 

ʬʨʘʢʪʘʣʴʥʦʡ ʨʘʟʤʝʨʥʦʩʪʴʶ. 

ɼʣʷ ʦʙʳʯʥʦʡ ʢʨʠʚʦʡ ʤʥʦʞʠʪʝʣʴ a 

ʨʘʚʝʥ ʢʦʣʠʯʝʩʪʚʫ ʦʪʨʝʟʢʦʚ: a = LN, 

ʧʦʢʘʟʘʪʝʣʴ D = 1.  

ɹʝʨʝʛʦʚʘʷ ʣʠʥʠʷ 

ʅʦʨʚʝʛʠʠ D ~ 1,52.  



Фрактальная размерность 

Хаусдорф Феликс 

(Hausdorff Felix  

(1868-1942) 

ʌʨʘʢʪʘʣʴʥʦʡ (ʭʘʫʩʜʦʨʬʦʚʦʡ) ʨʘʟʤʝʨʥʦʩʪʴʶ 

ʦʙʲʝʢʪʘ ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʚʝʣʠʯʠʥʘ, ʦʧʨʝʜʝʣʝʥʥʘʷ 

ʢʘʢ 

ʛʜʝ N(t) ï ʢʦʣʠʯʝʩʪʚʦ ʵʣʝʤʝʥʪʘʨʥʳʭ ʬʠʛʫʨ, 

ʧʦʢʨʳʚʘʶʱʠʭ ʦʙʲʝʢʪ, l ï ʨʘʟʤʝʨ 

ʵʣʝʤʝʥʪʘʨʥʦʡ ʬʠʛʫʨʳ 



Фрактальная размерность 

ʆʙʲʝʢʪʳ ʩ 

ʝʚʢʣʠʜʦʚʦʡ 

ʨʘʟʤʝʨʥʦʩʪʴʶ 

ʆʙʲʝʢʪʳ ʩ 

ʬʨʘʢʪʘʣʴʥʦʡ 

ʨʘʟʤʝʨʥʦʩʪʴʶ 



Фракталы – самоподобные множества 



Фракталы – самоподобные множества 

ʌʨʘʥʮʫʟʩʢʠʡ ʠ ʘʤʝʨʠʢʘʥʩʢʠʡ ʤʘʪʝʤʘʪʠʢ. 

ʇʨʠʜʫʤʘʣ ʧʦʥʷʪʠʝ çʬʨʘʢʪʘʣè  -  

ñFractusò (ʣʘʪ) ï ʩʣʦʤʘʥʥʳʡ, ʨʘʟʙʠʪʳʡ. 

ɹʝʥʫʘ ʄʘʣʴʜʝʣʴʙʨʦʪ 

(1924-2010)  



Множество Мандельброта 

ʄʥʦʞʝʩʪʚʦ ʪʦʯʝʢ c ʥʘ ʢʦʤʧʣʝʢʩʥʦʡ ʧʣʦʩʢʦʩʪʠ, ʜʣʷ 

ʢʦʪʦʨʳʭ ʧʦʩʣʝʜʦʚʘʪʝʣʴʥʦʩʪʴ zn, ʦʧʨʝʜʝʣʷʝʤʘʷ 

ʠʪʝʨʘʮʠʷʤʠ  

z0 = 0,  

z1 = z0
2 + ʩ, ...,  

zn+1 = zn
2 + c,  

ʢʦʥʝʯʥʘ (ʪʦ ʝʩʪʴ ʥʝ ʫʭʦʜʠʪ ʚ ʙʝʩʢʦʥʝʯʥʦʩʪʴ). 



Фракталы в природе 



Фракталы в природе 



Фракталы в природе 



Фракталы в природе 

Раковина Наутилуса Розетка подсолнуха 

(два противоположно закрученных 

семейства спиралей) 



ʆʧʪʠʯʝʩʢʘʷ ʤʠʢʨʦʩʢʦʧʠʷ ï 80 ʢʚ.ʤ 

 

ʕʣʝʢʪʨʦʥʥʘʷ ʤʠʢʨʦʩʢʦʧʠʷ ï 140 ʢʚ.ʤ 

 

D = 2,17 

Фрактальная 

размерность альвеол 

человеческого 

легкого 



Фрактальная размерность 

мембран митохондрии 

ɺʥʝʰʥʠʝ ʤʠʪʦʭʦʥʜʨʠʘʣʴʥʳʝ ʤʝʤʙʨʘʥʳ D = 2,09 

ɺʥʫʪʨʝʥʥʠʝ ʤʠʪʦʭʦʥʜʨʠʘʣʴʥʳʝ ʤʝʤʙʨʘʥʳ D = 2,53 



Применение фракталов 

в  телекоммуникациях 

ɺʝʜʫʪʩʷ ʠʩʩʣʝʜʦʚʘʥʠʷ ʚʦʟʤʦʞʥʦʩʪʠ ʬʨʘʢʪʘʣʴʥʦʛʦ ʩʞʘʪʠʷ ʪʨʘʬʬʠʢʘ 

ʧʝʨʝʜʘʚʘʝʤʦʛʦ ʧʦ ʩʝʪʷʤ, ʩ ʮʝʣʴʶ ʙʦʣʝʝ ʵʬʬʝʢʪʠʚʥʦʡ ʧʝʨʝʜʘʯʠ ʠʥʬʦʨʤʘʮʠʠ 

ʌʨʘʢʪʘʣʴʥʳʝ ʘʥʪʝʥʥʳ ï 

ʦʪʥʦʩʠʪʝʣʴʥʦ ʥʦʚʳʡ ʢʣʘʩʩ 

ʵʣʝʢʪʨʠʯʝʩʢʠ ʤʘʣʳʭ ʘʥʪʝʥʥ 

(ʕʄɸ), ʧʨʠʥʮʠʧʠʘʣʴʥʦ 

ʦʪʣʠʯʘʶʱʠʡʩʷ ʩʚʦʝʡ 

ʛʝʦʤʝʪʨʠʝʡ ʦʪ ʠʟʚʝʩʪʥʳʭ 

ʨʝʰʝʥʠʡ 



Применение фракталов в медицине  

ʇʨʠʤʝʨ ʵʣʝʢʪʨʦʛʘʩʪʨʦʵʥʪʝʨʦʛʨʘʤʤʳ. 

ʇʨʠʤʝʥʝʥʠʝ ʬʨʘʢʪʘʣʴʥʦʛʦ ʘʥʘʣʠʟʘ ʢ ʧʦʣʫʯʘʝʤʳʤ ʙʠʦʵʣʝʢʪʨʠʯʝʩʢʠʤ 

ʩʠʛʥʘʣʘʤ ʦʪ ʦʨʛʘʥʦʚ, ʧʦʟʚʦʣʷʝʪ ʵʬʬʝʢʪʠʚʥʦ ʩʫʜʠʪʴ ʦ ʤʦʪʦʨʥʦʡ ʬʫʥʢʮʠʠ 

ʦʨʛʘʥʦʚ ʠ ɾʂʊ ʠ ʫʩʧʝʰʥʦ ʜʠʘʛʥʦʩʪʠʨʦʚʘʪʴ ʨʘʟʣʠʯʥʳʝ ʟʘʙʦʣʝʚʘʥʠʷ. 

ʇʨʠʤʝʨ ʢʘʨʜʠʦʛʨʘʤʤʳ. 



Применение фракталов в медицине  

ʂʘʨʪʳ ʘʜʛʝʟʠʠ ʧʦʚʝʨʭʥʦʩʪʝʡ 

ʨʘʢʦʚʳʭ ʠ ʥʦʨʤʘʣʴʥʳʭ ʢʣʝʪʦʢ 

ʈʝʥʪʛʝʥʦʚʩʢʠʝ ʩʥʠʤʢʠ 

ʦʙʨʘʙʦʪʘʥʥʳʝ ʩ 

ʧʦʤʦʱʴʶ ʬʨʘʢʪʘʣʴʥʳʭ 

ʘʣʛʦʨʠʪʤʦʚ ʜʘʶʪ ʙʦʣʝʝ 

ʢʘʯʝʩʪʚʝʥʥʫʶ ʢʘʨʪʠʥʢʫ 

ʌʨʘʢʪʘʣʴʥʘʷ ʨʘʟʤʝʨʥʦʩʪʴ 

ʩʝʪʠ ʩʦʩʫʜʦʚ ʦʧʫʭʦʣʠ ʠ 

ʟʜʦʨʦʚʦʡ ʪʢʘʥʠ ʦʪʣʠʯʘʝʪʩʷ 



ɺ 1986 ʛʦʜʫ ʇʘʡʪʛʝʥ ʠ ʇʠʪʝʨ 

ʈʠʭʪʝʨ ʦʧʫʙʣʠʢʦʚʘʣʠ ʩʚʦʶ 

ʙʦʛʘʪʦ ʠʣʣʶʩʪʨʠʨʦʚʘʥʥʫʶ ʠ 

ʦʯʝʥʴ ʚʣʠʷʪʝʣʴʥʫʶ ʢʥʠʛʫ 

çʂʨʘʩʦʪʘ ʬʨʘʢʪʘʣʦʚè, ʢʦʪʦʨʘʷ 

ʙʳʣʘ ʦʜʥʦʡ ʠʟ ʧʝʨʚʳʭ ʢʥʠʛ, 

ʧʦʧʫʣʷʨʠʟʠʨʫʶʱʠʭ ʢʦʥʮʝʧʮʠʶ 

ʬʨʘʢʪʘʣʦʚ ʜʣʷ ʰʠʨʦʢʦʡ 

ʧʫʙʣʠʢʠ. 

ʍʘʡʥʩ-ʆʪʪʦ ʇʘʡʪʛʝʥ  

(Heinz-Otto Peitgen) ï  

ʆʜʠʥ ʠʭ ʩʘʤʳʭ ʠʟʚʝʩʪʥʳʭ 

ʠʩʩʣʝʜʦʚʘʪʝʣʝʡ ʚ ʠʟʫʯʝʥʠʠ 

ʬʨʘʢʪʘʣʦʚ. 



Галактики 


